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1. INTRODUZIONE 


Denotiamo con K la soluzione fondamentale per l'operatore del calore 


H=A- I in RN+ con polo nell'origine, ossia 
K(x,s) = (475) N/2 e -lx12/45. 


Posto E(x,s) = log K(x,s), facilmente si ha 


E lx2l 
VxE(x,5) sala > ’ TÈ (1,5) = 432 S DI 


e dunque sussiste la seguente stima: 


vVo>1 esiste è = 6(N,0) tale che 


(1.1) IVE2 <0 E 0<ss<8 lxl2 
ds 
Precisamente è è = = ; 
2N0 


La stima (1.1) ha varie applicazioni. Una delle più interessanti, 


evidenziata da Evans e Gariepy [EG], ha come conseguenza il criterio di 
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Wiener per H. 

Ci chiediamo se una stima del tipo (1.1) sussiste per la soluzione 
fondamentale dell'operatore del calore sul gruppo di Heisenberg. 

Indichiamo con IHN il gruppo di Heisenberg, la cui legge (di gruppo) è 


la seguente 
(x,y,6) - (h,y 1.0) = (x+x', y+y, ttt + 2(x-y-xy")). 
L'operatore di Laplace su IH" è allora definito come segue 


N 2 2 
Agn=Y GG +Y)) 


Yo 


P) . 0 È, 
Ra +2Vix: Yigg 724 t° 


L'operatore del calore su HN x IR è dunque 
d 
L= AgH a" 


Se (z,t) e HN, poniamo 


d(2,t) = (Izl4 + t2)1/4 
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ed allora se (6,1) e HN, la distanza su IHN è definita da 
d(2,t;6,7) = d((C,t)-1 o (2,8). 
Finalmente, se u è una funzione su IHN, formalmente poniamo 


N 
Igradpyn ul? = i [(Kju)2 + (Yju)2] 


Si dimostra allora 


Teorema 1.1. Sia E((z,t),5) = log(p(z,t),s), dove p è la soluzione 


fondamentale per L. VQ > 1 esiste 3 = 6(N,9) > 0 tale che 


0E 
(19 Igradgrn EI < 0 = 0<s<8d(z,t)2. 


La dimostrazione di (1.2), come vedremo è decisamente delicata e verrà 


effettuata in più tappe nella sezione 3, attraverso uno sviluppo asintotico di E. 
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2. UNA APPLICAZIONE DELLA (1.2) 


Usando una strategia del tipo di quella usata in [GL1] per operatori 
parabolici a coefficienti variabili, la stima (1.2) permette di ottenere il criterio 
di Wiener per l'operatore H. La formulazione del criterio di Wiener per H, 


con la relativa prova è contenuta in [GS2]. 


3. PROVA DELLA (1.2) 


Per semplificare le notazioni, proviamo la (1.2) nel caso N = 1. 


Nel 1977 Gaveau [G] ha dato la seguente rappresentazione per la 
soluzione fondamentale p di H = AH 5 “Da 


tt Izl2 27 


(3.1) = p((,1),,5) = (4m8)2 n E char sa Fiordi aa di 


09 


SiaoraR=>0ete RR. Poniamo 


jo 
32 h(R,t)=53 ripa 
(3.2) (R,6)=3 felitt- asi rt T 


= 
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E' chiaro che 


22 1 


(3.3) —p((z,t),5) =(4rs)-2 h( dg dg 


Scriviamo la stima (1.2) in termini di h, tenuto conto di (3.3). 


V 6@> 1, esiste è = $(0) > tale che 


R (GR Ro) & (G R0)f < 


< 0 hR [AGO + R Sh R, D+t dh R, Dj 


(3.4) 


quando (R,t) e R+xR e R2+t2>(48)22. 


1a TAPPA. Sia It/R < M per qualche M > 0. Poniamo o = YR e 
osserviamo che 
1 
2 


vr; t_ . 3 
3.5 h(R,oR) = elRE--iot)] £ qa. 
( ) ( ) Î the che 


=00 


Occupiamoci della fase 
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% 
D(t,0) = — - ict. 
tht 


Tale fase ha un punto critico immaginario T1(0) = iB(0) ([G]) con 


B: IR +>—n,.[ dispari, strettamente crescente e analitica. 


Possiamo dunque scrivere per IImMTI < Tr: 


$(1,0) = d(t(0),0) + (t-t(0))? E(1,0) 


con E(t(0),0) = 0. Una applicazione del Teorema di Cauchy consente di 
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ottenere 


(3.6) - hROR)=} eR9(0)A) | e[RE0N2E(r,0)] dt 
Imt=B(0) ni 


Notiamo che se lol < M, It + R pesa come R, in quanto lil +R = R(1 4 Li )= 


R(1 + lot). Notiamo anche che la retta Imt = B(0) è contenuta nella regione 
Re D(7,0) > Re D(1(0),0). 


Allora è possibile determinare un cammino 


t= T(u,0) tale che per lol < M, lul<e&= em: 


3) di ,9) = t(0). 
(T(u,0) - t(0))2 E (T(u,0), di = = u? 


La figura illustra tutto questo. 
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‘<— RAccorRDO 


E' possibile fare in modo che i raccordi siano lontani da t(0) in maniera 


uniforme, ossia 


dist(RACCORDI, t(0))>d>0 Vloi<M. 


Applichiamo di nuovo Cauchy integrando sul cammino di figura. Dunque 


rRu2 TM,0) 9T 


È 
(3.8) hRoR)=3 cRATO).9) | è FIS) da Voda 
-£ i 


Poniamo 


T(u,ò) oT 


“sh T(u,0) 9U ia 


q(u,6) 
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e scriviamo 
A 
(3.9) q(u,6) = q(0,0) + u q (u,0). 


Da (3.8) e (3.9) si trae 


h(R,0R) - 1 e-R@(1(0),0) { | e-Ru? g(0,0)du 
e) J 


=009 


i: ia 0) dz) 
E ue Jo) a 
-e VR vw 


1_./r Si 1 
=3 VE q(0,9) e RATIO) (1+0(DI. 


Abbiamo utilizzato il fatto che g(0,0) = SO q (0,6) non ha zeri per 
sht(0) ©U 


IGi<SM. 


Ora analizziamo dh/ot. 
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oh i “Lt rien 
(3.11) dx (R,t) = j (it) ma elitt Ren dt 


00 


da cui come in precedenza 


of 1 ndo, | dali 
7 (R.0R) "35€ A | iT(u,0) g(u,0)do 
-€ 


(3.12) 


1 fr . 
=3 \E 40,0) eRA(0):9) {it(0) +0 FI 


Finalmente analizziamo oh/oR. 


oh 1 rervlca_ 14: 1 
(3.13) IRRO=7 | eli Rit 


e quindi 
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oh 1 -RO E -R 2 -T(u,0) 
GA SE MOR) e pt gotta 


=} V E g(0,0) e-R D(T(0),0) {. ——— sì hi TE A 


Da (3.10), (3.12) e (3.14) e (3.4) la stima (1.2) si riduce a 


MR P_riitati 
[IG Li usi +03] 


1 T(0) Nr DT 
so|x i iht(0) it(0)o +0 Ge 


e poichè t(0) = iB(0) abbiamo 


B(0) _, ù da 
IG B(0) te e) 


1,50) I, 
sol-g+ nni +B(0) 0 10! 
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Ricordiamo che 2 (t(0), C)=0 , ossia che 


2, 
1 80) 1+tg7B(0) sù 


3.17 3 
at tg B(0) te? B(0) 


Da (3.16) e (3.17) segue infine 


1 0 
(3.18) (8-1)B(0)? 1+——__-]25#z 
te) 
Teniamo conto che inf x2[1+ LA > 0. 
[-7,7] i 


+ 0) 


Si trae che (3.18) sussiste per R + co. 


2A TAPPA. Sia lil /R > co e ItRI + co. Notiamo che in questa 
situazione ltl + R — Itl. 
Consideriamo per brevità il caso t > 0. 


Poniamo 


f(1) = elit-R13 — 
NÈ Sha 


La funzione t + f(1) ha una singolarità essenziale in t = im. Dal teorema dei 


residui segue 
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(3.19) h(R,t) = 5 Î f(t)dt + 2ri Res (f,ixt) 


(3.20) Lu (R,t) = 5 J (it)f(t)dt + 2ri Res (itf, it) 
3 
Imi= 3° 
of 1 T : i 
3.21 R,t)== - —»>f(1)dt + 2ri Res(— f, 
(3.21) oR BR) =3 j ; ( Ta) (dt + 2ri estro it) 
Imt = 3° 


Tenuto conto che si(t + 3 rÎ) =-i cht, ch(t+ 3) = -i sht, otteniamo 


+00 Itl + dn 
(3.22) | Î f(1)dtl < e-3/2mt f e-Rttht dî 
cht 
Im1=3r -00 


1 
< Ce-3/2nt : 
Ù G +VR ) 
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x qu)? 
(3.23) | fr fmdrl<es2n | sla a 
cht 
Imt=3% 
< Ce-3/27t ( 3 ) 
1+VR 
Pe +00 (43m? 
3.24 | I) f(t)dal < e-3/20t liano 
(3.24) j pi, j to 
Imi=sx -00 
< Ce-3/2rt ( ì ) 
1+V/R' 


Ora notiamo che 


Res (fit) = itRes (f(ix(-+1),0) = 


+1 +1 
wr f e [-mtr-rR SS DE sr 
Cr tgaT Sinni 


dove C; = {-r eidl- x <p <7} ed r sarà scelto in maniera opportuna. 


Analizziamo la fase nell'integrale (3.25). Uno sviluppo di Laurent vicino al 
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polo t=0 ci permette di scrivere 


(3.26) © «ria Lar BL TR1 p(rt) 
tgrr % 


con p olomorfa vicino a 0. A questo punto, scegliamo r = 4 [E e poniamo À 
Tt 


= VrRt. 


Dalla (3.26) si trae che per t e C;, abbiamo 


(3.27) -ntT - x1R iS =-R + A2cosg-r q(rrei9)) 
ten 


con q olomorfa vicino a 0. 


Da (3.25) e (3.27) si ottiene 


: TT , 
(3.28) Res(f0r)=-5 eTR | elA2cosp-ra(npe!®) 
-T 
T(1-re-i9) 


- — reiPdp 
sin(1tre!9) 


Poniamo quindi 
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(3.29) @(z,r) = 2cosz - rq (reiz). 


Abbiamo y(z,0) = 2 cos z. La funzione z + cos z ha un punto critico 


semplice in z=0. La regione Rey(z,0) < 2 è disegnata in figura 


Per r sufficientemente piccolo, z + y(z,r) ha un punto critico z(r), Y(z,r) = 
y(z(r),1) + (z-z(t))? E(z,r). La regione Re y(z,r) < Re y(z(r),r) è disegnata in 


figura 
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Esiste ancora un cammino contenuto nella regione suddetta. Ora esiste un 


altro cammino u — z(u,r) tale che 


z(0,r)=z(1) 
(3.30) 2 0,0)=1 
(z(u,r)-z(r))ZE(z(u,m),1)= -u2 


per r ed lul sufficientemente piccoli. 
Il Teorema di Cauchy consente di calcolare l'integrale in (3.28) lungo il 


cammino di figura 
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Naturalmente i raccordi sono uniformemente lontani da z(r). Dalla (3.28) 


segue 

Res(f,it) = - La -Tt-R+Ay(z(1),r) 
(3.31) 

€ Xu? (1-r eiz(ru) —. oz 
{ f ‘ita sin(ureiz(10) lb "I (r,u) du + 0(A-°)} 
-€ 

Ora abbiamo 
(3.32) ina =1+wK(w) 
ed allora (3.29) diventa 


Res (fim)=-i e TRAVE. 


” 5 -Xu2 (1+reiz(r,u) R(reiz(1u) dz 0(A-° 
je (1+rel2(16) R(re!2(î1))) THr,) + 0(A-°°) 
“E 


A questo punto, ricordiamo le (3.30). 
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Res(f,in) = 3 e-ttR+AP(Z(1), 1). 


-€ “E 


(3.34) = 3 e-Tt-RHAY(ZA),1) fa 
1 

* 31+0(7) + 0(— + 0(A-®) 

Ri) 


In conclusione abbiamo provato che 


(3.35) hR0O=nA4 Î TL g-Tt-R+Ay(2(1),1) 
N 


per R+t-> 00,400, r4 0. 


€ € 
Î perda? du+ | e-X02 [rf(u,r) + u g(u,r)] du + ca] 


Studiamo lo sviluppo asintotico di dh ; 


Ciò equivale a studiare Res GTf(1), in). 


Procedendo come nello studio di Res(f,it), otteniamo un integrale di 
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Fourier con la stessa fase, mentre la nuova ampiezza è data dalla precedente 


moltiplicata per 


T(t+1) 


- 1 
cui sin(1rt) 


Dunque 


(3.36) I R)=-n24 PR e--RAY(Z(1), 1). 


Studiamo lo sviluppo asintotico di Lom Otteniamo un integrale di Fourier con 


la fase dell'integrale relativo ad h, mentre l'ampiezza è data da 


-in(t+1) (+1) Lg HA) T(2+1) 


(3.37) i 3 
th[ix(2+1)] sint T sin(1tt) 


con A(t) olomorfa per It piccolo. Dalla (3.37) segue 


(3.38) SR) =l PI | A e TtR+AY(Z(1), 1) 


Mettendo insieme (3.35), (3.37) e (3.38) otteniamo 
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fa (R,t) = -h(R, t) 


(3.39) 
dl (R,t) = L h(R,t) 


conR+ lie, p co, IR co, 


La stima (1.2) in base a (3.39) si riduce a 


TR di; g0i 
3.40 1  sea-xfE <). 
vii bll’ rit“ rd 


Con le nostre ipotesi su R e z, la (3.40) sussiste. 


32 TAPPA. Sia Izl/R. +>..c0_ ‘e Itri. limitato. Poichè 
tR<M, Rr< Mr £ costante - r quando t + co. 


Ne segue che 


(3.41) e TRre' Mare?) _ 141 CG,R.9) 


con IC (r,R,gl < costante. 


Da (3.41) si trae 
RT 2Acosp 
(3.42) h(Rt) = me TEA | efAC059.(1 + 1D(r,R,9)dg 
-T 
1 
+ -3/2rt Q 
e GF TR) 
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con D limitata. Perciò 


TT 

(3.43) hR.t) = netttR | e2A0059 _ 972 et TER 1. (22) 
I 
TT 


dove Ip è la funzione di Bessel del primo tipo e ordine 0. 


Con la stessa tecnica si prova che 


(3.44) dh (R,t) = - th(R,t) 
oh 1 
3.45 R,t) = — XE()h(R,t 
(3.45) DR 5) - (A)h(R,t) 
T 
dove E(A) n j e2Acosp cosg dg 
-T 


Da (3.44) e (3.45) si deduce che la stima (1.2) si riduce a 


(3.46) È (0) <0 rt (1+0(1)). 
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Poichè s =nte 0SAE(A) < 27, la (3.46) è di nuovo vera e ciò conclude la 


prova della stima (1.2). Un calcolo più dettagliato è contenuto in [GS2]. 
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